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MINISTERUL EDUCATILT ST CIRCETARI

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala

08.02.2020

Clasa a V-a

1. Iulia si Stefan au cumpdrat de la chiogcul alimentar al scolii patiserie pentru ei
si colegi din clasa. Iulia a cumpdrat 5 placinte cu branza, 2 strudele cu mere, 7
croissante si a platit 26 lei. Stefan a cumpdrat 3 placinte cu branza, 2 strudele cu
mere, 4 croissante si a platit 17 lei. Cat costa fiecare produs de patiserie, daca o
placintd cu brdnzd este de trei ori mai scumpa decét un croissant?

2. a)Fiea=1+3+3%2+ ..+ 32020 g p = 32021 _ 32020 _ 32019 A rjtafi
ca restul impartirii numarului 14a + 7 la numarul b este un numar natural patrat
perfect.

b) Fie a = n®(n + 1)? + 1. Aratati cd numirul:
2016% + 20179 + 20182 + 2(_]'19ﬂ se divide cu 10.

3. a) Determinati numarul natural aa pentru care:
i +a?+a’+4-a:a= 2020, unde b este numar natural.

b) Determinati numerele naturale x, y, z pentru care:
7%+ 3Y + 2%2=0203.

4. Un numdr se numeste 5 - puternic daci se scrie ca o suma de trei puteri
consecutive ale lui 5, exponentii puterilor lui 5 fiind numere naturale nenule.
a) Sa se determine numerele de trei cifre care sunt 5 — puternice.
b) Sa se arate ca suma primelor 2020 numere S — puternice este divizibila
cu 31 si nu este un patrat perfect.
¢) Sa se demonstreze ci, fiind date trei numere 5 — puternice, exista doua
numere dintre acestea al cdror produs este un patrat perfect.

Nota:

o Toate subiectele sunt obligatorii;
Fiecare subiect se noteaza cu 7 puncile;
Timp de lucru: 2 ore.




Solutii si bareme de corectare orientative

Clasa a V-a
Orice alta rezolvare se asimileazi conform baremului.

1. 5 plicinte cu brinzi .... 2 strudele cu mere .... 7 croissante .... 26 lei:
3 placinte cu brinzi .... 2 strudel cu mere .... 4 croissante .... 17 lei. (2p)
Se scad cele doui relatii si se obtine:
2 placinte cu brdnza .... 3 croissante .... 9 lei. (2p)

Dar o placinta este de trei ori mai scumpi decit un croissant, deci
(6 + 3) = 9 croissante= 9 lei = 1 croissant = 1 leu, 1 plicintd cu branzi = 3 lei,
2 strudele cu mere= 17 — 4+ 1 — 3+ 3 = 4 lei, deci 1 strudel cu mere = 2 lei. (3p)

2. a)Dina =1+3+ 3%+ ...+ 3%%%% prin inmulfire cu 3 se obfine
3a =3 + 3% + 3% 4 -+« + 32021 i prin sciderea relatiilor, obfinem: 2a = 32921 — 1, deci

2a +1 =322 jar14q + 7 = 7 - 32021, (2p)
Scotind factor comun pe 32°19 se obine b = 5 - 32019, (1p)
Dar 14a + 7=63 - 3%°%9 = (5-12 + 3) - 32019 = 12p + 32020 Cym 32920 < p restul
impartirii lui 14a + 7 la b este 32020 = (310102 ({ecj pitrat perfect. (1p)
b) Produsul a douad numere naturale consecutive este numdir par, deci a = M, + 1. (1p)
De aici obtinem U(2016%) = 6, U(2017%) = 7, U(2018%) = 8, U(2019%) = 9, (1p)
iar U(2016% + 2017% + 20182 + 2019%) = U(6 + 7+ 8 + 9) = 0, deci 20162 + 2017% +
2018% + 2019? este divizibil cu 10. (1p)

3. a) Analizdnd egalitatea constatim ca pentru a obtine rezultatul 2020 trebuie ca @a- si fie
cat mai apropiat de 2020.
Daca aa = 55, am obtine 552 = 3025 > 2020, de aceea trebuie micsorati valoarea lui a.
(1p)
Pentru a = 4 obtinem 44% = 1936 si inlocuind obtinem: 442 + 4% + 42 4 4.4:4 =
2020, de unde avem 1936 + 4P + 16 + 4 = 2020 = 4P = 2020 — 1936 — 20 < 4% = 64
=4l =43 p =3,
Intr-adevir, pentru b = 3, objinem aa = 44. (1p)
Pentru a < 3, problema nu admite solutii. (1p)

b) 7%, 3¥ si 293 sunt numere impare, pentru orice numere naturale x,y =
= 2% esteimpar = z = 0 = 7%+ 3¥=292,7°=343< 292 =>x <3 =x €{0,1,2}. (2p)
Dacid x = 0 = 3Y=291, nu convine.

Daca x = 1 = 3¥= 285, nu convine. (1p)
Dacid x = 2 = 3Y=1243=3% = y=5. Deci solufiaestex =2, y=5,z2=0. (1p)
4. Fie A un numir 5 — puternic, atunci

A=5"+5"1+ 5" =6n(1 4 54+ 52) =5"-31, n€ N, (1p)
a)Pentru n=1=4=5-31=155,pentru n=2=4=25-31=775. Pentrun > 3, se vor obtine
numere mai mari de trei cifre (A > 999), deci avem doar doud solutii. (2p)

b) Suma primelor 2020 numere 5 — puternice este S =5+ 31 + 52 - 31 + +-- + 52020. 31 =
=31- (5 + 5%+ 5% +...+522° ) :31. De aici deducem ci 31 ‘S. Pentru ca S si fie pdtrat perfect

trebuie ca 31°|S, adica 31|T, unde T=5 + 5% + 5° +...+5°% Suma T=5 + 5* + 5° +...+5*%
are 2020 termeni si se poate scrie:



T=54+5(1+5+5*)+ ..+ 529181 + 5+ 5%) = 54 52-31 + «-- 4 52°18. 31 _ceea ce aratd 31
nu divide T. (2p)

c) Fie 5% - 31, 5% - 31,5¢ - 31 trei numere 5 — puternice. Produsele a cite doui dintre ele sunt
5%+P.312 5b+c.312 g 5¢+a.312 Dintre numerelea + b, b + ¢, ¢ + a cel putin unul este
par. Dacéd a + b este numr par, avem 5%*? - 312 = 52k . 312 = (5K . 31)2_ adici este un
patrat perfect. (2p)
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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locali
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Clasa a VI-a

S aical - 1 1 1
1. a) Aratati ci numirul n = + + ...+

)u ' 142 14243 14243+ ..42020 ™ 2021 esie
numar natural. :

b(a) b+1

b) Aflati cifrele nenule a si b pentru care E,a[b] _ a+1

2.a)Fied = {n € N|2°° < n < 3%} 5i B = {n € N|2*® < n < 3%2). Care

dintre multimile A si B are cardinalul mai mare? (Numarul de elemente al unei
multimi X reprezinti cardinalul multimii X.)

b) Considerdm multimile X si Y. Care este cea mai mica sumi a elementelor
multimii X, dacd sunt satisfacute urmitoarele conditii?

NXNY = ¢;

) XUY ={8,9,10,11,12,13,14}:

ni)dacia+ 1€ X, atuncia € Y;

1v) card X = 3 (card X reprezinta numarul elementelor multimii X).

3. Fie A,B,C, D, E si F sase puncte coliniare (in aceasta ordine) si un punct
0,0 & AB. Aritati ca:

a) dacd 2AC = AB + AD i 2CF = AF + EF, atunci AB = DE;

b) dacd xAOD = «BOE = «COF, iar [OC si [OD sunt bisectoarele
unghiurilor < BOD, respectiv < COE, atunci 5+ (X COD) = « AOF.

4. In interiorul unghiului COD se duc semidreptele ( OA si ( OB astfel incat

( OAcInt(xCOB) si OBcInt(xAOD). Daca unghiurile AOB si COD sunt
complementare, (OM si (ON sunt bisectoarele unghiurilor COA respectiv BOD,
Se cere :

a) Aratati cd masura unghiului MON este aceeasi, pentru orice unghiuri AOB
s1 COD ce indeplinesc conditiile ipotezei.

b) Daca «COA, «BOA si <DON) sunt invers proportionale cu numerele
0,25; 0,2 sirespectiv 0,1(6), aflati masura unghiului AOB .

Noti:
Toate subiectele sunt obligatorii;

L
e Fiecare subiect se noteazd cu 7 puncte;
o Timp de lucru: 2 ore.




Solutii si bareme de corectare orientative

Clasa a VI-a
Orice alti rezolvare se asimileazi conform baremului.

1 1 2 2 2 2
1-31’1-:?4'— I 4= =-—+—-|- -
) Ezi -”’T __.1'3'”;-“"-“ 1010 23 34 wt 2020-2021 + 2021
T 1.1 1 1 1
2 3 3 4 -t 2020 2021 | 2021 =1€N. (3p)

b) Conditia din enunf revine laa, (b) * (b+ 1) = b, (a) : (a + 1), adici la
(a+3)-®+1)= (b+§)-(a+ 1), deci 9a +b)- (b+1) = (9b +a) - (a + 1),

sau la 9a+b_a+1 2
“gbt+a b+1’ (2p)

Folosind proportiile derivate, deducem ca:

(9a+b)-(9b+a)_(a+1)-(b+1) g B(awb) a=b .,
s Sema adicd e { ). Se vede ci orice pereche de cifre identice
(a = b) satisface relatia. (1p)
Dacid a # b, relatia (*) se mai scrie 2 =1 adica

9b+a  b+1’
8b + 8 = 9b + a, deci a + b = 8. Obtinem, pe langi perechile deja gasite, solutiile:
a=1lb=7a=2b=6;a=3,b=5; a=5b=3:a=6b=25ia=7b=1.(p)

2. a) A are 3%* — 236 — 1 elemente, iar B are 332 — 248 — 1 elemente. (1p)
Aridtam ca B are cardinalul mai mare, adicd 33% — 248 > 32% — 236 Aceasta inegalitate se
scrie echivalent

332 = 324 ~ 248 = 236! sau 324(33 g 1) ~ 236(212 = 1) (zp)
Aceasti inegalitate rezulta din inmultirea inegalititilor

324 = gl2 -, g12 — 236 $i

3F-1=9*-1>8*-1>22%-1>0. (1p)

b 8 € X = 8 € Y. Pentru ca suma elementelor lui X sa fie cel mai mic numar trebuie sa

avemci9 € X. (1p)
Cum X are cel putin 3 elemente, rezulti celelalte 2 numere din X sunt 11 i 13. Deci,

X=1{9,11,13}siY =1{8,10,12,14}. (2p)

3. a) Avem 2AC = AB + AD & 2(AB + BC) = AB+ (AB + BC + CD) =

= BC = CD. (2p)

Dar 2CF = AF + EF & 2(CD + DE + EF) = AB + BC + CD + DE + EF + EF

= DE = AB = AB = DE. (2p)
b) Din «A0D = «BOE = <AOB = «DOE. (1p)

Din <BOE = «COF = «B0OC = «EOF. (1p)

Deoarece [0OC si [0D sunt bisectoarele unghiurilor < BOD, respectiv < COE =

JAOB = «BOC = ¥C0OD = «DOE = «EOF =5 (2 C0OD) = <« AOF. (1p)

4. a) Notam «COM = <«MOA = a,2AOB) = zsi ¥«BON = < DON = b.

Din ipotezd avem <«COD + X AOB = (2a+z + 2b) +z =90°, (2p)

de unde obtinem a + b 4+ z = < MON) =45°=constanta. (Zp)
b) 2a, z si b sunt invers proportionale cu % ,% si El, a + z + b =45°, deci

2a b

.Seobtine «AOB = % Gp)

- B
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Clasa a VII-a

1.a) Calculati partea intreags si partea fractionari a numirului v 8 + 2V7.

b)Dacid= [V7+7+ ﬁ+7+Jﬁ+7+Jﬁ+7+ 8+ 247 —1,
V

ardtati ci A? este numir natural.

2. Determinati numerele reale x §i y care verifici egalitatea:

Vax+4y — 14+ V2 —4x +5,/26 — 4y = 27.

3. Se considerd un triunghi 4BC si punctele M pe latura 4B, N pe latura AC. Daci
triunghiul AMN este echilateral si MB=AC, aritati ci triunghiul BNC este isoscel.

4. Laturile opuse 4B si CD ale patrulaterului convex 4BCD se intersecteaza in £, iar
laturile 4D si BC se intersecteazd in F. Se prelungesc segmentele AE, DE, BF,
respectiv AF cu segmentele EH=AB, EK=CD, FL=BC, respectiv FM=DA, astfel incat
AH N DK = {E}, AM 0 BL = {F}. Aratati cd HKLM este paralelogram.

Noti:
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare problemd se va nota de la 0 la 7 puncte.
Timp de lucru: 3 ore




BAREM DE CORECTARE

Clasa a VII-a

Problema 1

a8+ 2v7 =V7 +1 Ip

3<V7+1<4 .

WV7+1}=v7+1-3=v7-2 I
b)Jﬁ+7+JS+2«ﬁ=J«ﬁ+7+ﬁ+1=J8+2ﬁ=ﬁ+1. 2p

Aplicim succesiv acest rezultat pentru fiecare radical. Ip

Rezulti A =+/7si A% =7. Ip
TOTAL 7p
Problema 2

oo | 1, . _ — Ip
Notim a = x+y—;—,b—\/2 dxsic=.26—4y
2a+ b+ 5c =27 : Ip
4a® + b% + ¢% = 27 2p
Ra—1P2+B-12+(c—-5)?=0. 2p

1

S>x=y= 7 Ip
TOTAL p
Problema 3
Construim BD 1 AC Ip
m(£ABD) = 30° 1p
AD = %B. Ip
Notim AC = BM = x i AM = AN = MN = y, AD = =2 ip
DN = AD — AN ==~ Ip
DN = -C—f-, adicd D este mijlocul segmentului CN tp
BD este mediatoarea segmentului CN, adici ABNC este isocel Ip
TOTAL Tp
Problema 4
Construim paralelogramul ABOD 2p
AEHK = ADOC (L.U. L) Ip
HK=CO, HK || CO Ip
MIL=CO si ML || CO Ip
MI=HK si ML | HK Ip
HKLM este paralelogram Ip
TOTAL p
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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala
8 februarie 2020

Clasa a VIII-a

1. Fiemultimile A, = {x eR| |x+2n—7]| <3n+1,n € N}.
a) S se scrie sub formad de interval multimile 4, si 4;.
b) Existd n € N astfel incit A,, sd aiba 4023 de elemente din multimea numerelor
intregi?

2. Dacdx,y,z sunt numere reale astfel Incat
x% +4y% 4+ 922 + 20 —4x+12y+24~z

ardtaticax € [-1,51,y € [0,3] siz € [— —]

3. Fie prisma hexagonald regulati ABCDEFA'B'C’'D'E'F’ cu muchia bazei AB = [
si inaltimea AA’ = Iv/3 . Notim cu N mijlocul lui [CC'].
a) Demonstrati cé dreptele BF' si ND sunt perpendiculare.
b) Aflati distanta dintre BF' si ND, pentrul = 12 cm.

4. Fie S o submultime a multimi M = {1, 2, 3, 4, ...., 2017} astfel incat pentru orice
a,b € S sdavem [a — b| & {4,7}. Aflati numérul maxim de elemente pe care il
poate avea submultimea S.

Noti:
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare problema se va nota de la 0 la 7 puncie
Timp de lucru: 3 ore




BAREM DE CORECTARE

Clasa a VIII-a
Problema 1
a)dyg={xeR||lx—7] <1} = 4, = [6,8] Ip
A ={xeR||x—5| <4} = 4, =[1,9] Ip
WA, ={xeR||[x+2n-7|<3n+1,n €N} 1p
x €[-5n+6,n+ 8] Ip
card(A,NZ)=n+8+5n—6+1=6n+3 Ip
61n+3= 4023 , n= 670. 2p
TOTAL 7p
Problema 2
x% + 4y% + 922 + 20 = 4x + 12y + 24z
x—22+QRy—32+Bz—-4)2%=9 2p
x-2[<3e& -3<x~2<3e-1gx<5<x€e[-15] p
[2y~3]|<3© -3<2y-3<3=0<y<3eye[0,3] 2p
1 7 17
13z 4—]53@—3S32—453=)35x53¢=>xe[3,3 2p
TOTAL 7p
Problema 3
a) Fie M mijlocul lui BB’ = MN||BC{|AD = 4, D, N, M sunt coplanare.
Intersectia dintre planele (BFF") si (4DN) este dreapta MQ.
BB'F'F pitrat. In patratul BB'F'F avem MQ||B'F. 1p
AD.L(BBF) BF c (BBF)=>AD.LBF
BF' 1L MQ,BF' LAD = BF' 1 (NAD),ND c (NAD) = BF' L ND lp
b) Fie {T} BF' n MQ. FieTS L ND.Cum BF L (NAD) = BF LTS =
d(BF ,ND) =TS 1p
(@D + MN) - MQ
Arnp = Auppg — AMNT —Argp,  Amnpg = 5 1p
MN = 1,00 =% M0 =" np =2, uT =70 = i
_ SIzw/_ _ MT-MN VG TQ-QD 3136
Apnpg = _B“JAMNT == T At = T,
ﬁATND——Sl‘J— TS—Sl‘g_,ad VTS_IS;/E 2p
TOTAL 7p
Problema 4
Vom demonstra cd din multimea B = {1,2,3, ...,11} maxim 5 numere pot fi in S,
Consideram urmétoarea partitie a tui B: {1,5},{2,9},{3,7}, {4,11},{6,10},{8}. Ip
Daca luim 6 elemente din B, rezulti ca ar trebui s ludm céte un element din
flecare mulfimeBES = 1¢S=5€5=9¢5=2€S=6¢S5S=
10eS=3¢85=7€85=11¢S=4¢€S5= 8¢S Fals Ip
Vom avea maxim 11 elemente din orice 11 elemente consecutive. Cele 5 numere
pot fi luate de forma: 11-k+ 1, 11°k+3, 11-k+4, 11-k+6, 11-k+9. Ip
Din multimea {1,2,3, ...,15} maxim 8 sunt in S, deoarece considerim partitia
{1,8},{2,9},{3,7}, {4,113}, {5,123}, {6,13},{10,14}, {15} = nu putem avea 9. 2p
2017 = 11-182 + 15=> avem maxim 5 -182 + 8 =918 Ip
Un exemplu de 8 elemente din 15 este 3, 5, 6, 8, 11, 14, 16, 17, iar exemplu de 5 |
p

cu 918 este: § = {1,34,6,9,12,14,15,17,20, ..., 1995,1997,1998,2000,2003}

TOTAL
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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala
8 februarie 2020

Clasa a IX-a

1. Fie (ay),> o progresie aritmeticid de numere naturale astfel incita; = 1.
a) Ardtati cd existd k > 1 astfel incét a,, si fie pitrat perfect. _,
b) Aritafi ci progresia contine o infinitate de termeni care sunt pitrate perfecte.
¢) Dati un exemplu de progresie aritmetici de numere naturale care nu contine
niciun patrat perfect.

- . 1, 2
2. Fiesirul (x,);,> definit prin x; = ;5 X X, = S5onzl
Sa se arate cd J—((2k + 1x;, < 1, oricare ar fin = 1.

3. Fie x,y,z > 0. Demonstrati ca

3 3 3

x2+3 +3 z°+3 9
+ Y + o i
y+z z+x x+y 2

x+y+z+1
x+ty+z

4. Fie ABC un triunghi, D piciorul Inaltimii din 4, G centrul de greutate al triunghiu-
lui ABC si S piciorul bisectoarei din D In triunghiul ADB. Dreapta SG taie latura AC
In punctul T Sa se arate cd AD = BC daca si numai dacid «ADT = «TDC.

Noti:
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare problemd se va nota de la 0 la 7 puncte.
Timp de lucru: 3 ore




BAREM DE CORECTARE

Clasa a IX-a
Problema 1
a) Ratia r este un numdr natural. Ip
Pentru k = r + 3obtinem a;, = (r + 1)?, care este pitrat perfect 2p
b) Pentru orice numér natural m, ludnd k = m?r + 2m + lavemq, = 1 +
(k — Dyr = m*r? + 2mr + 1 = (mr + 1)?, care este pitrat perfect
¢) Stiind ¢ orice pétrat perfect este de forma 34 sau 34 + 1, este suficient si 2p
ludm, de exemplu, progresia aritmetici (a,)p>;, @, = 3n+ 2,n €N,
(Orice alt exemplu corect se puncteazd cu 2p) 2p
TOTAL p
Problema 2
L 4p
= — >
Demonstrarea relatiei X, = — yaeL ,vnz=1
Finalizare: 2,3—{(2k + Dx;, = Ek 1Rk+1)- m
— 3
L=t [kz (k+1)2] e +1)2 <1 P
TOTAL 7p
Problema 3
x3 4+ 2 = 3x,¥x > 0, fiind echivalenti cu (x — 1)%(x + 2) = 0.
3 3 3
Rezultg 22 4 222 4 2 +223(—35— . —z—-) 2p
y+z Z+x x+y y+z z+x  x+ty
Cunotatiley+z=a>0,z+x=>b>0,x+y=c>0avem
"J’Z—l..’lE.EEEE_ 1e— 3
y+ztm+§:—;—23 (a+b+a+c+ + 3)> (6 3)22’
Lx0+2 0 yt4+2 | 2042 x ¥
deci y+z + z+x + x+y =z 3 (y:+ o x+y) 25 2p
Folosind inegalitatea Cauchy-Buniakovski, forma Tltu Andreescu, avem:
RSP ST S = SO
y+z | ztx | by = 2(xiytz) | 2(xdyin(l) 2p
Adunind relatiile (1) si (2) obtinem concluzia. Ip
TOTAL 7p
Problema 4
Fie AD =x,BD =y,DC = z, == Din teorema bisectoarei in triunghiul
2
ADB, = =%, AS=%.5B i GS = yCArxGR 1y P
y’ x+y .
CT = “’““"_‘f GGl GA+GB+GC =0 lmphca?;‘if" = T lB ) 2p
I =x o =——
GS |l GT , GA } GE , deducem din (DHsi(2)ca E ==, deci x_y.(3) Ip
DaciAD =Bl = x—y=2 0= fg.i, din reciproca teoremei bisectoarei in
triunghiul ADC, 4ADT = «TDC. Ip
Reciproc, dacd €<ADT = «TDC, cu teorema bisectoarei in triunghiul 4ADC si
relatia (3) rezultd cd @ = g = ﬁ de unde x —y = z, adicd AD = BC. Ip

TOTAL
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Clasa a X-a

1. a) Exprimati numéarul loggy, 3072 in functie de a = log, 3 si b = log, 5.
b) Calculati partea intreaga a numarului real x = 19 - log, 3.

2. Se considerd numerele complexe x, y, z avénd fiecare modulul egal cu 1 si
expresia E(x,y,z) =[x +y—z|+|lx —y+zl +|-x+y+z|.
a) Demonstrati ¢cd E(x,y,2) = 3.
b) Aflati valoarea maximé a expresiei E(x, y, z).

3. Fie a, b, c, d patru numere reale astfel incita >c>d >b>1sia-b >c-d.
Studiati injectivitatea functiei f: (0,00) = R, f(x) = a* + b* — c* — d*.

4. Saserezolve in N X N X N sistemul:
Vit y=z
2 fxFy+xt+yi=22:2

Nota:
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare problemd se va nota de la 0 la 7 puncte.
Timp de lucru: 3 ore



BAREM DE CORECTARE

Clasa a X-a
Problema 1
—_log, 3072 1
a) loggg 3072 = _lugz 20 P
_log;3410 _ a+10
T Togz5+4 b4 Ip
b) 3072 <3125 & 210.3 <55 = 230.3 < (5-2%)5 = 80° < 815 = 320, 2p
de unde 23 < 31 & x =19+log, 3 > 30 Ip
(3P <(@®sizt <27 Ip
Inmultind, apoi logaritmand in baza 2, x < 31.[x] = 30 Ip
TOTAL 7p
Problema 2
a) Avem inegalitatea :
lx+y—z|+|x—y+zlz|lx+y—z+x—yv+2z[=2|x] =2 Ip
Scriind si alte doua inegalitati analoage si adunind cele trei inegalitiiti se obtine
inegalitatea ceruta. Ip
b) Notdm s = x + y + z. Conform inegalititii Cauchy — Buniakowski-Schwarz
avem:

(Is—2x]+|s—2y|+|s—2z2D)2 < 3-(Is = 2x|? + |s — 2y}* + |s — 2z]?) Ip
Dar|s —2x|2+ |s —2y[2 +[s —2z]* = (s — 2x) - (5§ — 2%) + (s — 2y)
G=20)+(s~22) (-2 =3[s]*~2(s-5+5-s)+12=—|s>+ 12 < 12. 2
Din ultimele dou3 inegalititi rezultd (Js —2x| + |s— 2yl +|s—-2z|)? <3-12 =
36,deundeE(x v,z)=|s—2x]+|s~2y|+|s—22z| <6 1
6=E( 1,= + -"C:-l-—-i£ ,deci maxE = 6 P

2°'2 Ip
TOTAL p
Problema 3
f(x):_ax__cx,’_.bx___;__ ba;x-dx 2p
ax Cx ax bI . ax
=b% (b—x"z&"““‘)*d" -1 p
a-bh’*
= p* - [-— -—1] { —1]+d" [(—-——) -1] Ip
c+d

Functia f este o sumi de produse de functii strict crescitoare, cu valori 2p

pozitive, deci o functie strict crescétoare.

Rezulti ci feste o functie injectivi. Ip
TOTAL 7p
Problema 4

2-Jx+y+x2+y2=2-v2-(Vx+,/y) (1), decidaci x = 0,atunciy = 0 1
p

siz=0.
Aplicand inegalitatea lui Jensen functiei concave f: [0, 0) = R, £(t) = v/t obtinem

succesiv
+ Vx
/3‘-2—3—' > %‘[5’-@2-,/x+y >V2 - (Vx+./y)




sisumand =2 Jx+y + X +yT2V2- (X +fy) + @)

Ridicdnd la patrat prima ecuatie a sistemului = \/x_f € N = x-y este pétrat
perfect. Dacix = 1 = y = k2%, k € Nsi (1) nu se verifici. Analog pentru x = 2 sau
x=3.

Dacix>45iy>4=x22Vxsiy22[y=x+y>2:-Vx+./y) (5

Din relatiile (4) i (5) = 2 \Jx +y+ /a2 +y2 2 2-V2: (VX +./y) (6)
Din (1) §i (6) = x= 2+/x siy=2-fy=x=4s5iy=4=>2=4,

TOTAL
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Clasa a XI-a

1 10
1. a)Se considerd matricea A = (—1 1 0).85 se determine matricea A", n € N*,
0 0 1
b) Fie sirul (x,,),>; dat prin conditiile x; = 1, x,_q = 1"7’;—, (V)n €N,
n = 2. Sa se calculeze: lim(inxn+l-lnn!J.

H~pe0 b7

2. Fie X € M;(R) o matrice care verifici relatia X3 + X = (; g)

a) Si se arate ci det(X? +1,) > 0.
b) Si se determine matricea X.

3. Se considerd sirul (a, ), definit prin a; € (0,1) si a,4q = 2% — 1, pentru
n = 1. S& se calculeze:
a) lim a, ;
b) lim <%t
17—00 an
c) ?}1_1%10 n-a,.

¥

n—co

) Tk vk
4. Sa se calculeze lim sin— + cos— ).
14 n n

Nota:
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare problemd se va nota de la 0 la 7 puncte.
Timp de lucru: 3 ore



BAREM DE CORECTARE

Clasa a XI-a
Problema 1
z inZ 0
COS4 Sll’l4
. T yin 1
a) A=+2.|—siny cos. 0 P
V2
0 0 >
cos(n %) sin(n %) 0
2
At = (V2)r-| — sin(n%) cos(n%) 0 P
0 0 (D
b)Relatia de recurenti se scrie: xi =7 ! - +1, (V)neN, n=2 Cum Ip
x1 = 1> 0, prin inductie concluziondimci x, >0, (V)neEN, n> 1.
Din ==——+1, (W) k €N, k > 2, dind valori lui k, obfinem:
_1... = .l.{I_ + k—.].:.. 1 = =l
=Lt Xp == Ip
Limita din enunt se scrie:
) 1 . 1 1
lim (ln Xp, +—-In n!) = lim (ln— +—-In n!)
n—oo 7 n—eo 1 n
1 : n ’ !
= lim (ln—-W) = In lim n—.
n—ooo n n—awo (N 1p
Folosind criteriul raportului obtinem lim,,_,., " 7—3'— =-E-.
Concluzie: lim,,_,, (111 Xy + % ‘In n!) = ln-} = —1. 1p
TOTAL p
Problema 2
a) det(X?+5L)=0 1p
det(X2 + L) # 0 Ip
b) detX =0 1p
X3 = (tr(X))?%-X 1p
tr(X2+X)=tr3X + trX Ip
trX =2 ip
Finalizare : X = % " (é 3) Ip
TOTAL 7p




Problema 3

a) a, € (0,1), oricen € N* 1p
Api1 < Ay Ip
| = 2! — 1 are doar solutiile ;, = 0sil, =1 Ip
lim, ,,a, =0 Ip
b) lim, e 222 = lim 2= = In2 1p
an n—owe  dp
c) xn=n-a,n:>1imn_mx:—“<1 1p
Finalizare : lim,, ,, x, = 0 1p
TOTAL 7p
Problema 4
7 .k _i
= T (sin + cos ) = Fhablonite) tp
f(x) = In(sinx + cosvVx) = limy—o f—-g? = -;— Ip
x>0
iz f ;kz 1
I n—o0 _n'("]?")' = '2_ 2p
k=152
imyr &=L
1}1—1330 Zk:l n2 2 tp
im S ky_1
1}1—1;130 Zie=1 f (nz) T 4 1 Ip
Finalizare : lim,,_,., a,, = e% 1p

TOTAL
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Clasa a XII-a

a) Demonstrati cd pentru orice numdr real x are loc relatia: e* = x + 1.

b) Demonstrati inegalitatea fol Vx-e*dx < J%.

Jn nlnxd

Sé se arate ¢d lim —_
2O hn 1 xZin

Z.
a) Fie € € € — R care verifici relatia £ = 1. Demonstrati c¢i numirul

(a+b-€) (a—b— b-e) este real pentru oricare a, b € R.
b) Si se arate ci multimea M = {a® — ab + b?|a, b € T} este parte stabili a lui Z

in raport cu Inmultirea.

Fie (G,") un grup cu n elemente, unde n = 12k + 10,k € N. Stiind ¢4 aplicatia

fi:G - G, f(x) = x* este morfism de grupuri, aritati ca grupul este abelian.

Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare problemd este punctatd de la 0 la 7puncte.
Timp de lucru: 3 ore



BAREM DE CORECTARE

Clasa a X1I-a
Problema 1
a)fie g: R —» R, g(x) = ¥ — x — 1 derivabili, g"R - R, g'(x) = e* — 1. Ip
X —00 0 +
gx) | = O+++++++
g{x) | NNYNNNNNY O 2AA2P22PP P Ip
b)Aplicind forma integrald a inegalititii Cauchy-Buniakowski-Schwarz
avem folx/x re~¥dx < Jfolxdx . fol e~** dx. (1) Ip
Din e* 2 x + 1,Vx € R rezultd e < le_Pl,Vx € R. 1p
1
Integrand pe intervalul [0, 1] rezulti fol e dx < %. P
1 1
Joxdx =3, Ip
Din (1), avem folw/x e~ dx g Jfolxdx . fol e~*'dx < \/—E. Ip
TOTAL 7p
Problema 2
. R PR n inx __raInn n iny
Schimbarea de variabilid x = S = J; mdx = fl Ff;-—n'dy - fl mdy,
n Inx Inn 1
de unde [ T dr =g (arctg vn — arctg Tﬁ) 4p
" 4n Inn 1 1 1
im —— . —arcte — ) = lim — - - -
111_{210 ' 2vm (arctg\/E arctg -\/H) Jim > (arctg vn — arctg \/ﬁ)
T
= 3
. P
TOTAL Tp
Problema 3
AFiesEC—Reued =1 Atuncie? +e+1=0,e2 = & 1p
(a+b-&)la—b—b-&)=(a+be) (a+be?) =
=(a+be)-(a+be)=la+be]?eRVa,bER 2p
b)Oricare ar fi x, y € M existd a, b, ¢, d € Z astfel incét
x=a’—ab+b’=la+bel’siyv=c®—cd+d®=|c+de|% 1p
x'y=|(a+bse): (c+de)|? = |ac + (ad + bc)e + bde?|, de unde, daci 1p
tinem seama ci £ = —g — 1, avem x - y = |ac — bd + (ad + bc —
bd)e|? = (ac — bd)? — (ac — bd) - (ad + bc — bd) + (ad + bc — bd)?
care apartine lui M deoarece ac — bd, ad + bc — bd € Z. 2p

TOTAL




Problema 4

ord G =n =12k + 10,k € N conform teoremei lui Lagrange

= Vx € G, x'2¥+10 = ¢ ¢ elementul neutru al lui G.

De aici x12K 12 = 32 12549 = =1 vy € G.(1)

f:G = G, f(x) = x* morfism de grupuri, deci Vx,y € G

) =2yt = x)° = 2%y* = ()" = yty’ > yrat =ty =

y3x*t = x*y3, apoi

ny--l — x12k+12y12k+9 — (x3k+3)4(y4k+3)3 = (y4-k+3)3(x3k+3)4 =

¥~ 1x?, deci x?y = yx%,Vx,y € 6.

(xy)z = (xy)12k+12 = [(xy)4]3k+3 - (x4y4)3k+3 = x4y4x4y4 x4y4- —
= gl2hHI2I20H2 = 202 & Ty = yy W, y € G

TOTAL
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